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Symbol Newtona (wspétczynnik dwumianowy Newtona)
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i czytamy: n po k, n nad k, lub k z n.

(gdzie x! =1-2-...-x, za$ 0! = 1; czytamy x silnia)

Warto$¢ (}) réwna jest liczbie k-elementowych podzbioréw

zbioru n-elementowego.

W szczegdlnosci:

m(p) = Wlo)! = Z—: =1 (jest 1 podzbiér pusty);
()= n!(:in)! = 2 =1 (1 podzbiér bedacy catym zbiorem).
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Warto$¢ (}) mozna wyznaczy¢ wprost z definicji

n-(n—=1)-...-(n—k+1)
k! ’

wykonujac 2k mnozen i 1 dzielenie

i uzywajac statej ilosci pamieci.

Jednakze wyniki posrednie moga nie zmiesci¢ sie w zakresach
uzywanych typéw (stéw maszynowych),

nawet gdy zmiescityby sie w nich sam wynik.

Licznik w powyzszym wzorze jest k! razy wiekszy od wyniku.
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. . . s (N . . s n .z
Zamiast wiec oblicza¢ (), mozna obliczy¢ (,",), co warto zrobi¢
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Obliczanie symbolu Newtona z zaleznosci (Z) = n(Zj)/k

Problem przekraczania zakreséw mozna zredukowac, korzystajac
z jednej z (rekurencyjnych) zaleznosci:
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Obliczanie symbolu Newtona z zaleznoéci (}) = n("_l)/k

k k—1

Problem przekraczania zakreséw mozna zredukowac, korzystajac
z jednej z (rekurencyjnych) zaleznosci:

n\ 1 dak=0 [1 dla k=0
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Ktére dla k > 0 zachodza, bo: (}) = n(n=1)...(n—k+1) _

k k-(k—1)-..1
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R R e LY,
Tym razem:

m najwiekszy wynik posredni jest k razy wiekszy od koncowego,
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Pseudokod algorytmu opartego o zaleznosci: (i) = (pin(x n_))

oraz (1) = 1 dla k=0
(T /k dla k>0

fun newton rek(n, k):
if k = 0: return 1
return n * newton rek(n-1, k-1) / k

fun newton(n, k):
return newton rek(n, min(k, n-k))
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Pseudokod algorytmu opartego o zaleznosci: (i) = (pin(x n_))

oraz

fun

fun

(Z):{l dlak:O:

n(;-D)/k dlak>0

newton _rek(n, k):
if k = 0: return 1
return n * newton rek(n-1, k-1) / k

newton(n, k):
return newton rek(n, min(k, n-k))

Ztozono$¢ pamieciowa newton: ©(min(k, n — k)); ze wzgledu
na min(k, n — k) wywotan rekurencyjnych newton_rek;
Mozna zaimplementowaé iteracyjny odpowiednik funkcji
newton_rek o ztozonosci pamieciowej ©(1), ktéra w i-tej
iteracji (i =1,..., k) wyznacza:

Wi = (n—k+i)Wi_1/i,
gdzie Wo =1i (Z) = Wk.
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Tréjkat Pascala to popularna i efektywna metoda wyznaczania
wspotczynnikéw dwumianowych (czyli symboli) Newtona:
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Tréjkat Pascala to popularna i efektywna metoda wyznaczania
wspotczynnikéw dwumianowych (czyli symboli) Newtona:

1 o)
11 o O
1 2 1 © G 6
1 3 3 1 @ 6 6 6
1 4 6 4 1 oW @ 6 6 @
1 5 10 10 5 1 ® O 6 6 @ @

1 6 15 20 15 6 1 ()

m na bokach tréjkata sa liczby 1, m tréjkat zawiera
B w pozostatych miejscach sumy par wspdtczynniki
liczb stojacych bezposrednio dwumianowe

powyzej Newtona
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m Niech U bedzie dowolnym, niepustym, n-elementowym
zbiorem, e € U dowolnym jego elementem, za§ R = U \ {e}
podzbiorem U sktadajacym sie z pozostatych n— 1 elementéw.

m Wszystkich k-elementowych podzbioréw U jest (); czes¢ z
tych podzbioréw zawiera e, pozostate nie:

m kazdy podzbiér zawierajacy e sktada sie tez z k — 1 elementéw
tworzacych podzbiér R; jest (Z:i) takich podzbioréw;

B podzbiory niezawierajace e sg k-elementowymi podzbiorami
R, jest wiec ich (”;1).

Dla k =0 lub k = n, tréjkat Pascala zawiera 1, bo (5) = () = 1.

n
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Pseudokod algorytmu implementujacego wprost zaleznos¢
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rekurencyjne nastepuje z n zmniejszonym o 1, co ogranicza
gtebokos¢ rekurencji do n; gdy n =0 to k =0, bo k < n).

Wada: ztozonoé¢ czasowa Q(2min(k.n—k)),
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Przyktadowe drzewo wywotan rekurencyjnych (obliczania (g))

m Drzewo jest binarne, bo kazde wywotanie niekonczace rekursji
(czyli dla 0 < k < n), pociaga za soba 2 kolejne.

m Drzewo dla (}) jest petne do poziomu min(k, n — k) (stad

ztozonoéé czasowa Q(2Mn(k:1=k))) bo potrzeba najmnie;:
m k wywotan by spetni¢ warunek k = 0; (7)), (Zj), e ("Bk);
m n — k wywotan by spetni¢ n = k; (), (”;1), e ("_(Z_k)).
m Algorytm wielokrotne rozwiagzuje te same podproblemy.
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Programowanie dynamiczne

m Do przyspieszania algorytméw, ktére wielokrotnie rozwigzuja
mata liczbe réznych podprobleméw (i nie zachodza zaleznosci
cykliczne pomiedzy podproblemami) mozemy uzy¢ technike
zwang programowaniem dynamicznym.
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podproblemu B, to A jest rozwiagzywany przed B

m za$ przy obliczaniu B, wynik A odczytywany jest z pamieci.

m Podproblemy rozwigzywane s3 wiec w kolejnosci od
»najmniejszych” do ,,najwiekszych".
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cykliczne pomiedzy podproblemami) mozemy uzy¢ technike
zwang programowaniem dynamicznym.

m Programowanie dynamiczne unika wielokrotnego
rozwigzywania podprobleméw zapisujac ich wyniki w pamieci.

m Podproblemy s3 rozwigzywane w takiej kolejnosci, ze jezeli
wynik podproblemu A jest potrzebny do rozwiazania
podproblemu B, to A jest rozwiagzywany przed B

m za$ przy obliczaniu B, wynik A odczytywany jest z pamieci.

m Podproblemy rozwigzywane s3 wiec w kolejnosci od
»najmniejszych” do ,,najwiekszych".

m Przyktadowo do policzenia (g) potrzeba (i) i (3) wiec nalezy
je policzy¢ wczesniej. Zas$ przed (f) nalezy policzy¢ (é) [ (i)
NPT , Ay 2y 2y (3

Dobra kolejnos¢ liczenia to: (;), (7). (7). 5). (5)-
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Programowanie dynamiczne a tréjkat Pascala

1 (o)
11 o @)
1 2 1 @ @ 6
1 3 3 1 @ 6 6 6
1 4 6 4 1 o @O G 6 @
1 5 10 10 5 1 © @ 6 6 @ ©
1 6 152 15 6 1 @ & 60 O @ @ @

m Ogdlnie, symbole postaci (";') nalezy policzy¢ przed (5).
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Programowanie dynamiczne a tréjkat Pascala
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1 3 3 1 @ 6 6 6
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1 5 10 10 5 1 © @ 6 6 @ ©
1 6 152 15 6 1 @ & 60 O @ @ @

m Ogdlnie, symbole postaci (";') nalezy policzy¢ przed (5).
m Dlatego tréjkat Pascala wypetniamy kolejnymi wierszami,

m ktére zawieraja wyniki dla kolejnych n=10,1,....
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Programowanie dynamiczne a tréjkat Pascala

1 (o)
11 o @)
1 2 1 @ @ 6
1 3 3 1 @ 6 6 6
1 4 6 4 1 o @O G 6 @
1 5 10 10 5 1 © @ 6 6 @ ©

1 6 15 20 15 6 1 ()

Ogdlnie, symbole postaci ("5') nalezy policzy¢ przed (5).
Dlatego trojkat Pascala wypetniamy kolejnymi wierszami,

ktére zawieraja wyniki dla kolejnych n =0,1,....

Kolejnos¢ wypetniania wewnatrz wiersza jest dowolna
(k mozna rozpatrywaé w dowolnej kolejnosci).
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Pseudokod dynamicznego algorytmu implementujacego zaleznos$¢

(n)_{l dla k=0Ilubk=n
kK)o W)+

P ) w pozotatych przypadkach '
fun newton (N, K):

// opcjonalnie: K < min(K, N-K)

stwoérz tablice T o wymiarach N+1 na K+1
for n<«+ 0, 1, ., N:
for k « 0, 1, ., min(X, n):
if k = 0 or kK = n:
Tln] [k] < 1
else:

Tln][k] < Tln-1][k-1] + Tln-1]T[k]
return T[N] [K]

12 /17



Pseudokod dynamicznego algorytmu implementujacego zaleznos$¢

(n)_{l dla k=0Ilubk=n
kK)o W)+

P ) w pozotatych przypadkach '
fun newton (N, K):

// opcjonalnie: K < min(K, N-K)

stwoérz tablice T o wymiarach N+1 na K+1
for n<«+ 0, 1, ., N:

for k « 0, 1, ., min(X, n):
if k = 0 or kK = n:
Tln] [k] < 1
else:

Tln][k] < Tln-1][k-1] + Tln-1]T[k]
return T[N] [K]

m Ztozonos¢ czasowa i pamieciowa: ©(NK) — taki rozmiar ma
tablica T, za$ liczba operacji (+) jest do niego proporcjonalna.
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Pseudokod dynamicznego algorytmu implementujacego zaleznos$¢

n 1 dlak=0Ilubk=n .
k) (Zj)-i—(”;l) w pozotatych przypadkach
fun newton (N, K):
// opcjonalnie: K < min(K, N-K)
stwoérz tablice T o wymiarach N+1 na K+1
for n«+~ 0, 1, ..., N:
for k « 0, 1, ., min(X, n):
if k = 0 or kK = n:
Tln][k] < 1
else:

Tln][k] < Tln-1][k-1] + Tln-1]T[k]
return T[N] [K]

m Ztozonos¢ czasowa i pamieciowa: ©(NK) — taki rozmiar ma
tablica T, za$ liczba operacji (+) jest do niego proporcjonalna.
m Opcjonalna linia redukuje ztozonosci do ©(N min(K, N — K))

wykorzystujac zaleznoéé (%) = (min(KI?IN_K)).
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Pseudokod dynamicznego algorytmu implementujacego zaleznosé

n\ |1 dlak=0Ilubk=n .
k) (Zj) + (”;1) w pozotatych przypadkach

fun newton (N, K):
// opcjonalnie: K + min(K, N-K)
stwoérz tablice T o wymiarach N+1 na K+1
for n«+ 0, 1, ..., K: //dla wszystkich n
T[nllnl < 1 //(])=1; obsiuga warunku k=n
for n«~ 1, 2, ..., N:
T[n][0] < 1
for k<« 1, 2, ..., min(K, n-1):
T[n][k] < T[n-1]1[k-1] + T[n-1][k]
return T[N] [K]

Usprawnienie programistyczne: zamiast sprawdzaé warunek .k =0
lub k = n" w wewnetrznej petli, przypadki te obstuzono przed nig,
za$ sama petla rozpatruje k € [1,n — 1].
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T zawiera fragment trojkata Pascala

Tablica T uzyskana przy obliczaniu (g) i tréjka Pascala:

k0 1 2 kO 1 2
n 0 n
0 (o) 0 1 1
1 () () 1 1 11
2 2 2
2 (o) ) G 2 1 2 1 1 2 1
306 06 3 1 3 3 1 3 3 1
4 (5 (4 06 4 1 4 6 1 4 6 4 1
5 0G0 5 1 510 1510105 1

(komérki niewypetnione przez algorytm pozostawiono puste)
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Dynamiczny algorytm uzywajacy mniej pamieci

m Dynamiczny algorytm korzystajacy z zaleznosci

n\ 1 dlak=0Ilubk=n
k) (Zj) + (";1) w pozotatych przypadkach

do obliczania wartosci (") uzywa jedynie (" 1).
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m Inaczej méwiac, kazdy wiersz tablicy T wyznaczany jest
jedynie na podstawie wiersza poprzedniego.
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za$ nigdy nie s3 potrzebne zadne wartosci (", D dla b > k.
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Dynamiczny algorytm uzywajacy mniej pamieci

m Dynamiczny algorytm korzystajacy z zaleznosci

n 1 dlak=0Ilubk=n
k) (Zj) + (";1) w pozotatych przypadkach
do obliczania wartosci (") uzywa jedynie (" 1).

m Inaczej méwiac, kazdy wiersz tablicy T wyznaczany jest
jedynie na podstawie wiersza poprzedniego.

m T mozna wiec zredukowa¢ (N krotnie) do pojedynczego,
ostatnio policzonego wiersza,

m redukujac tym samym ztozono$¢ pamieciowa do ©(K) albo,
dzigki (§) = ("), do ©(min(K, N — K)).

m Co wiecej, by policzy¢ (}) potrzebne sa jedynie (Z‘}) i (";1),
za$ nigdy nie s3 potrzebne zadne wartosci (", D dla b > k.

m Jesli wiec w T mamy wartosci ("), to mozna je bezpiecznie,
w kolejnosci od korica do poczatku tablicy, nadpisaé
wartosciami ("), nie tracac liczb potrzebnych pézniej.
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Dynamiczny algorytm o zfozonosci pamieciowej ©(min(K, N — K)):
fun newton (N, K):

K < min(K, N-K) // opcjonalnie

stworz tablice T o diugosci K+1

// 1-ki obstuguja przypadki n=0 lub k=n:

for 1 «~ 0, 1, ..., K: // dla wszystkich n
Tl « 1 // (=@ =1

for n«+~ 2, 3, ..., N:
k max < min(K, n-1)
for k < k max, k max-1, ..., 1:

// tu Tlk-11=(7)) 1 TlkI=("})

T[k] < T[k-1] + T[k]

// tu Tlk-11=(7"71) i TI[k]1=(}
return T[K]

W wewnetrznej petli, tablica T jest nadpisywana od konca.
W kazdym kroku, jej postaé jest przeksztatcana z:

(") ("1 G (D) G20 (o) Ciniemy) do

(") ("1 G2 (0 G G2 Gingien))- o
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