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m find — wyszukanie elmentu o zadanym kluczu,
m insert — dodanie elementu do stownika,

m delete — usuniecie elementu o zadanym kluczu.

Klucz:
m cecha elementu (np. pole w jego klasie),

m moze by¢ wyznaczany na podstawie elementu za pomoca
pewnej funkgji (lub metody elementu),

B moze by¢ tozsamy z elementem

(tak zaktada np. std::set w C++, czy set w Pythonie),
m element moze by¢ tez parg klucz-wartosé

(tak zaktada np. std::map w C++, czy dict w Pythonie).
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Stowniki z haszowaniem — idea

m By méc szybko wyszukiwaé, ludzie przydzielajg przedmiotom
miejsca, np. koszule odktadaja do szafy z ubraniami, garnki
do odpowiedniej szafki w kuchni, itd.
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miejsca, np. koszule odktadaja do szafy z ubraniami, garnki
do odpowiedniej szafki w kuchni, itd.

m Dzieki temu nie musza przeszukiwaé catego domu, by znalezé
przedmiot. Wystarczy zajrze¢ w przydzielone mu miejsce.

m Realizacja stownikéw z pomocg haszowania przypomina wyzej
opisane postepowanie, z tym, ze: miejsca oznaczaja indeksy
w tablicy, za$ za przydzielanie ich elementom odpowiada
funkcja haszujaca.
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réznowartosciowa.

m Oznacza to, ze musi dochodzi¢ do kolizji, tj. ze istnieja pary
kl, k2 réinych kluczy (kl 7£ kz), takie ze h(kl) = h(kg)

m Jednak, by operowac jedynie na niewielkim zbiorze kluczy K
(ewentualnie bedacym podzbiorem wiekszego uniwersum),
wystarczy uzy¢ tablicy o rozmiarze |K|, pod warunkiem,
ze dysponujemy tzw. minimalna, doskonata funkcja haszujaca.
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m Funkcje h: K — {0,1,...,n— 1}, gdzie n > |K|, nazywamy
doskonata funkcja haszujaca (ang. perfect hash function)
jesli h jest réznowarto$ciowa, tj. ki # ko = h(ki) # h(k2)
dla dowolnych ki, ky € K.

m Jedli ponadto n = |K| (h jest wtedy bijekcja) to h jest
minimalng doskonata funkcja haszujaca (ang. minimal
perfect hash function).
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(podzbiér K): V[h(k)] =1 gdy zbiér zawiera k.

m Mape klucz—warto$¢ reprezentujemy tablica V' w ktérej
V[h(k)] zawiera warto$¢ przypisang do klucza k € K lub
zawiera specjalng wartos¢ oznaczajaca brak przypisanej
wartosci.

(zamiast specjalnej wartosci, zajete komérki mozna oznaczyé
za pomoca dodatkowej tablicy, bitowej, zero-jedynkowej).
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[1] M. L. Fredman, J. Komlés, On the size of separating systems
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Discrete Methods 5 (1), 1984
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m Teoretycznie dowiedziono, ze do zapisania funkcji h potrzeba
co najmniej, okoto 1,44 bita/klucz [1, 2, 3],

m niezaleznie od reprezentacji elementéw K (typu danych).

[1] M. L. Fredman, J. Komlés, On the size of separating systems
and families of perfect hash functions, SIAM Journal on Algebraic
Discrete Methods 5 (1), 1984
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Wyznaczanie doskonatych funkcji haszujacych

Istnieje szereg algorytmoéw, ktére potrafig wyznaczy¢ minimalna,
doskonata funkcje haszujaca h dla zadanego zbioru kluczy K, np.:

m RecSplit — zapisuje h uzywajac okoto 1,8 bita/klucz;
E. Esposito, T. M. Graf, S. Vigna, RecSplit: Minimal
Perfect Hashing via Recursive Splitting, 2019
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D. Belazzougui, F. C. Botelho, M. Dietzfelbinger, Hash,
displace, and compress, Algorithms - ESA 2009
m BBHash (fingerprinting lub bloom-filter based)
m zapisuje h uzywajac okoto 3 bitéw/klucz,
m jest prosty (dalej opiszemy jak dziata);
J. A. Chapman, I. Ho, S. Sunkara, S. Luo, G. P. Schroth,
D. S. Rokhsar, Meraculous: De novo genome assembly with
short paired-end reads, PLOS ONE 6 (8) 1-13, 08.2011
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m BBHash (fingerprinting lub bloom-filter based)
m zapisuje h uzywajac okoto 3 bitéw/klucz,
m jest prosty (dalej opiszemy jak dziata);
J. A. Chapman, I. Ho, S. Sunkara, S. Luo, G. P. Schroth,
D. S. Rokhsar, Meraculous: De novo genome assembly with
short paired-end reads, PLOS ONE 6 (8) 1-13, 08.2011

Oczekiwana ztozono$¢ czasowa wymienionych algorytméw to:

O(|K]) — skonstruowanie h, O(1) — wyznaczenia wartosci h.
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m ktére przyporzadkowuja liczby naturalne (w zakresie od 0 do
pozadanej wartosci) do elementéw K

m i (mozliwie dobrze) spetniaja zatozenie o prostym,
réwnomiernym haszowaniu,
tj. losowo wybranemu k € K z jednakowym

prawdopodobienstwem przypisywana jest kazda z mozliwych
wartosci.

Przyktady dobrych funkcji do uzycia w praktyce:
m xxHash (Yann Collet) www.xxhash.com
m SipHash (Jean-Philippe Aumasson i Daniel J. Bernstein)
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BBHash — konstrukcja funkcji h

Niech Ky = K. Dla kolejnych pozioméw [ =0,1,...:
Stwérz tablice bitowa A; o dtugosci co najmniej | K.
(dobrze jest przyjac np. |A;| = |K)|)
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Niech Ky = K. Dla kolejnych pozioméw [ =0,1,...:
Stwérz tablice bitowa A; o dtugosci co najmniej | K.
(dobrze jest przyjac np. |A;| = |K)|)
Zaznacz w A; komorki do ktérych funkcja
hy : Kj — [0, |A;| — 1] bezkolizyjnie przyporzadkowuje
elementy Kj, tj. ustaw A[i] = 1 wtedy i tylko wtedy gdy
hi(k) = i dla doktadnie jednego k € K;.

Oblicz zbiér kluczy, ktérych wciaz nie udato sie bezkolizyjnie
przyporzadkowac:

K/-‘rl = {k € K A/[h/(k)] = 0}

Zakoncz gdy K11 = (0. Ciag Ao, A1, ..., A, koduje funkcje h.
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BBHash — przyktad konstrukcji funkcji

m PrzeSledzmy proces konstrukcji funkcji h dla zbioru kluczy:
K=Ky=1{a,b,c,d,e f, g}
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m PrzeSledzmy proces konstrukcji funkcji h dla zbioru kluczy:
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BBHash — przyktad konstrukcji funkcji
Ao

G b e

m PrzeSledzmy proces konstrukcji funkcji h dla zbioru kluczy:
K = KO = {3, ba G, da €, fag}
Whpierw tworzymy tablice bitowa Ag.

Za pomoca funkgji ho : Ko — [0, |Ag| — 1] przypisujemy
kluczom indeksy tablicy Ap.

m Zaznaczamy w Ag komérki do ktérych funkcja hg bezkolizyjnie
przyporzadkowata elementy, tj. A[i] = 1 wtedy i tylko wtedy
gdy ho(k) = i dla doktadnie jednego k € Kp.
m Zaznaczono jedynie bity przypisane literom f, b, oraz e.
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m Pozostate litery tworzg zbidr
Ki={k € Ko : Aolho(k)] =0} ={a,c,d, g}, ktéry bedzie
zakodowany na kolejnych poziomach.
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Ki={k € Ko : Aolho(k)] =0} ={a,c,d, g}, ktéry bedzie
zakodowany na kolejnych poziomach.

m Tworzymy tablice A; i za pomoca funkcji hy przypisujemy
indeksy tej tablicy do elementéw Kj.
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m Pozostate litery tworzg zbidr
Ki={k € Ko : Aolho(k)] =0} ={a,c,d, g}, ktéry bedzie
zakodowany na kolejnych poziomach.

m Tworzymy tablice A; i za pomoca funkcji hy przypisujemy
indeksy tej tablicy do elementéw Kj.

m Tym razem bezkolizyjnie udato sie przypisac litery d oraz g.
Przypisane im komérki A; ustawiamy na 1.
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m Pozostate litery tworzg zbidr
Ki={k € Ko : Aolho(k)] =0} ={a,c,d, g}, ktéry bedzie
zakodowany na kolejnych poziomach.

m Tworzymy tablice A; i za pomoca funkcji hy przypisujemy
indeksy tej tablicy do elementéw Kj.

m Tym razem bezkolizyjnie udato sie przypisac litery d oraz g.
Przypisane im komérki A; ustawiamy na 1.

m Pozostate litery trafiaja do Kr = {a, c}.

10/16



BBHash — przyktad konstrukcji funkcji

oyjo0(1j1j0j0f1|]0|0]1

10 &b b0 08

m Tworzymy tablice Ay i za pomoca funkcji hy przypisujemy
indeksy tej tablicy do elementéw Kj.

10/16



BBHash — przyktad konstrukcji funkcji
Ao A1 Az

oyjo0(1j1j0j0f1|]0|0]1

10 &b b0 08

m Tworzymy tablice Ay i za pomoca funkcji hy przypisujemy
indeksy tej tablicy do elementéw Kj.

m Tym razem udato sie bezkolizyjnie przypisaé wszystkie litery
(a oraz c). Przypisane im komérki A; ustawiamy na 1.

10/16



BBHash — przyktad konstrukcji funkcji

Ao A1 Az

oyjo0(1j1j0j0f1|]0|0]1

10 &b b0 08

m Tworzymy tablice Ay i za pomoca funkcji hy przypisujemy
indeksy tej tablicy do elementéw Kj.

m Tym razem udato sie bezkolizyjnie przypisaé wszystkie litery
(a oraz c). Przypisane im komérki A; ustawiamy na 1.

m Algorytm konczy, gdyz wszystkie klucze zostaty juz
przypisane, tj. K3 = {k € Ko : Ax[ha(k)] = 0} = 0.

10/16



BBHash — przyktad konstrukcji funkcji

oyjo0(1j1j0j0f1|]0|0]1

10 &b b0 08

Tworzymy tablice Ay i za pomoca funkcji hy przypisujemy
indeksy tej tablicy do elementéw Kj.

Tym razem udato sie bezkolizyjnie przypisa¢ wszystkie litery
(a oraz c). Przypisane im komérki A; ustawiamy na 1.

Algorytm kohczy, gdyz wszystkie klucze zostaty juz
przypisane, tj. K3 = {k € Ky : Ax[ha(k)] =0} = 0.
Tablice Ag, A1, As reprezentuja utworzong funkcje h.
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R = [rank(A, 0 -512), rank(A, 1 - 512), rank(A,2 - 512) -]
i rank(A, i) wyznaczaé jako sume R[[i/512]] i Zb 512.[i/512] A[b]
(wspétczesne procesory maja instrukcje popcount zliczajaca liczbe
ustawionych bitéw w 64-bitowym stowie).
Lepsza strukture zaproponowano w publikacji:
Dong Zhou, David G. Andersen, Michael Kaminsky
Space-Efficient, High-Performance Rank and Select Structures on
Uncompressed Bit Sequences, Experimental Algorithms, 2013.

11/16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,
m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

m Dla k € K, wyznaczanie wartosci h(k) zaczynamy od
znalezienia indeksu i zawierajacego jedynke (A[i] = 1)
odpowiadajaca kluczowi k.

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

m Dla k € K, wyznaczanie wartosci h(k) zaczynamy od
znalezienia indeksu i zawierajacego jedynke (A[i] = 1)
odpowiadajaca kluczowi k.

Scidlej i = ;;:10 |Ap| + hi(k), gdzie | to najnizszy numeru
poziomu, taki ze A;[h/(k)] = 1.

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

m Dla k € K, wyznaczanie wartosci h(k) zaczynamy od
znalezienia indeksu i zawierajacego jedynke (A[i] = 1)
odpowiadajaca kluczowi k.

Scidlej i = ;;:10 |Ap| + hi(k), gdzie | to najnizszy numeru
poziomu, taki ze A;[h/(k)] = 1.

m Zwracamy rank(A, i), gdzie rank(A, i) = >, _% A[b] to liczba

jedynek w A, na pozycjach od 0 wtacznie do i wytacznie.

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

m Dla k € K, wyznaczanie wartosci h(k) zaczynamy od
znalezienia indeksu i zawierajacego jedynke (A[i] = 1)
odpowiadajaca kluczowi k.

Scidlej i = ;;:10 |Ap| + hi(k), gdzie | to najnizszy numeru
poziomu, taki ze A;[h/(k)] = 1.

m Zwracamy rank(A, i), gdzie rank(A, i) = >, _% A[b] to liczba

jedynek w A, na pozycjach od 0 wtacznie do i wytacznie.
Pseudo-kod: Przypisz Asshift = 0 (A;shift wskazuje pierwszy
indeks A; w A).

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

m Dla k € K, wyznaczanie wartosci h(k) zaczynamy od
znalezienia indeksu i zawierajacego jedynke (A[i] = 1)
odpowiadajaca kluczowi k.

Scidlej i = ;;:10 |Ap| + hi(k), gdzie | to najnizszy numeru
poziomu, taki ze A;[h/(k)] = 1.

m Zwracamy rank(A, i), gdzie rank(A, i) = >, _% A[b] to liczba

jedynek w A, na pozycjach od 0 wtacznie do i wytacznie.
Pseudo-kod: Przypisz Asshift = 0 (A;shift wskazuje pierwszy
indeks A; w A). Dla kolejnych pozioméw / =0,1,...:

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

m Dla k € K, wyznaczanie wartosci h(k) zaczynamy od
znalezienia indeksu i zawierajacego jedynke (A[i] = 1)
odpowiadajaca kluczowi k.

Scidlej i = ;;:10 |Ap| + hi(k), gdzie | to najnizszy numeru
poziomu, taki ze A;[h/(k)] = 1.

m Zwracamy rank(A, i), gdzie rank(A, i) = >, _% A[b] to liczba

jedynek w A, na pozycjach od 0 wtacznie do i wytacznie.
Pseudo-kod: Przypisz Asshift = 0 (A;shift wskazuje pierwszy
indeks A; w A). Dla kolejnych pozioméw / =0,1,...:

Przypisz i = A;shift +h;(k).

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

m Dla k € K, wyznaczanie wartosci h(k) zaczynamy od
znalezienia indeksu i zawierajacego jedynke (A[i] = 1)
odpowiadajaca kluczowi k.

Scidlej i = ;;:10 |Ap| + hi(k), gdzie | to najnizszy numeru
poziomu, taki ze A;[h/(k)] = 1.

m Zwracamy rank(A, i), gdzie rank(A, i) = >, _% A[b] to liczba

jedynek w A, na pozycjach od 0 wtacznie do i wytacznie.
Pseudo-kod: Przypisz Asshift = 0 (A;shift wskazuje pierwszy
indeks A; w A). Dla kolejnych pozioméw / =0,1,...:

Przypisz i = A;shift +h;(k).

Jedli A[i] =1 (réwnowaznie: Aj[h;(k)] = 1):

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

m Dla k € K, wyznaczanie wartosci h(k) zaczynamy od
znalezienia indeksu i zawierajacego jedynke (A[i] = 1)
odpowiadajaca kluczowi k.

Scidlej i = ;;:10 |Ap| + hi(k), gdzie | to najnizszy numeru
poziomu, taki ze A;[h/(k)] = 1.

m Zwracamy rank(A, i), gdzie rank(A, i) = >, _% A[b] to liczba

jedynek w A, na pozycjach od 0 wtacznie do i wytacznie.
Pseudo-kod: Przypisz Asshift = 0 (A;shift wskazuje pierwszy
indeks A; w A). Dla kolejnych pozioméw / =0,1,...:

Przypisz i = A;shift +h;(k).

Jedli A[i] =1 (réwnowaznie: Aj[h;(k)] = 1):

m zakoncz i zwrd¢ rank(A, i).

12 /16



BBHash — wyznaczanie wartosci h(k)

m W A jest doktadnie |K| jedynek,

m kazda odpowiada doktadnie jednemu kluczowi z K.

m Dla k € K, wyznaczanie wartosci h(k) zaczynamy od
znalezienia indeksu i zawierajacego jedynke (A[i] = 1)
odpowiadajaca kluczowi k.

Scidlej i = ;;:10 |Ap| + hi(k), gdzie | to najnizszy numeru
poziomu, taki ze A;[h/(k)] = 1.

m Zwracamy rank(A, i), gdzie rank(A, i) = >, _% A[b] to liczba

jedynek w A, na pozycjach od 0 wtacznie do i wytacznie.
Pseudo-kod: Przypisz Asshift = 0 (A;shift wskazuje pierwszy
indeks A; w A). Dla kolejnych pozioméw / =0,1,...:

Przypisz i = A;shift +h;(k).

Jedli A[i] =1 (réwnowaznie: Aj[h;(k)] = 1):

m zakoncz i zwrd¢ rank(A, i).

Ustaw Ajshift = Asshift +|A|.

12 /16



BBHash — przyktad wyznaczania wartosci funkcji

m Prze$ledzmy proces wyznaczania wartosci h(g).

13/16



BBHash — przyktad wyznaczania wartosci funkcji

ho(g) Ay As

(
l //\
0|1 0(0 |11 111

Ao

m Prze$ledzmy proces wyznaczania wartosci h(g).

m Sprawdzamy czy Ag[ho(g)] = 1?7

13/16



BBHash — przyktad wyznaczania wartosci funkcji

Ao A1 h(g) Az
¢/ //\
A= 0|0 |1 |1]0|0]1 01011 11

m Prze$ledzmy proces wyznaczania wartosci h(g).
m Sprawdzamy czy Ag[ho(g)] = 1?7
m Poniewaz tak nie jest, to sprawdzamy czy A;[hi(g)] = 17

13 /16



BBHash — przyktad wyznaczania wartosci funkcji

Ao A1 h(g) Az
¢/ //\
A= 0|0 |1 |1]0|0]1 01011 11

h(g) = liczba jedynek w zaznaczonym zakresie = 3

m Prze$ledzmy proces wyznaczania wartosci h(g).

m Sprawdzamy czy Ag[ho(g)] = 1?7

m Poniewaz tak nie jest, to sprawdzamy czy A;[hi(g)] = 17

m To jest prawda, wiec algorytm konczy dziatanie i zwraca liczbe
jedynek stojacych w tablicy A (bedacej konkatenacja
Ao, A1, ... ) na pozycjach poprzedzajacych wskazana jedynke.
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BBHash — optymalne rozmiary pozioméw

m Oczekiwany rozmiar A jest najmniejszy gdy |A;| = |K)| dla
wszystkich pozioméw / [1, 2].

[1] J. A. Chapman, I. Ho, S. Sunkara, S. Luo, G. P. Schroth,
D. S. Rokhsar, Meraculous: De novo genome assembly with short
paired-end reads, PLOS ONE 6 (8) 1-13, 08.2011

[2] A. Limasset, G. Rizk, R. Chikhi, P. Peterlongo, Fast and
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