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Algorytm to:
B przepis, sposdb postepowania prowadzacy do rozwigzania
(ztozonego) problemu lub osiagniecia celu,
m cigg czynnosci elementarnych, czyli zrozumiatych dla
wykonawcy algorytmu krokdw.

Wykonawca algorytmu to zazwyczaj cztowiek lub komputer.

Przyktady algorytmoéw:
m przepis kulinarny,
m algorytmy pisemnego dodawania, odejmowania, mnozenia oraz
dzielenia liczb,
m algorytm Euklidesa do wyznaczania najwiekszego wspdlnego
dzielnika (jeden z najstarszych algorytméw, pojawit sie
w dziele ,,Elementy” w okoto 300r. p.n.e.; wcigz uzywany).
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Poprawny algorytm to taki, ktéry, dla poprawnego wejscia:
m zakonczy prace w skoiczonym czasie (ma wtasno$¢ stopu),
m i zwr6ci wynik zgodny ze specyfikacja.
Poprawnosci algorytméw zazwyczaj dowodzi sie:
m indukcyjnie,

m definiujac i dowodzac tzw. niezmienniki, ktére sa spetnione na
réznych etapach wykonywania algorytmu.
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Specyfikacja algorytmu:
m wejscie: tablica T i warto$¢ e.
m wyjscie (wynik): liczba réwna:
® najmniejszemu indeksowi tablicy T, pod ktérym wystepuje
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// P: T[j] # e dla j = 0, 1, ..., i-1
if T[i] = e: return i
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Poprawnos¢ algorytmu:

m Woczedniej wykazaliSmy, ze gdy w ktérejkolwiek iteracji zajdzie
warunek T[i] = e, to zostanie zwrdcony prawidtowy indeks.

m Jesli warunek T[i] = e nigdy nie zajdzie, to petla przebiegnie
przez wszystkie indeksy tablicy, zakonczy sie, i zostanie
zwrécone —1, zgodne ze specyfikacjg wyjscia na podstawie:

m niezmiennika K w ostatniej iteracji petli, tj. dla i=|T|-1,

m albo, gdy petla nie wykonata zadnej iteracji, faktu, ze tablica
jest pusta (|T|=0).
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m rozwigzywaé problemy zuzywajac przy tym mniej zasobdw.

W przypadku wykonywania algorytmu przez komputer, zuzywane
zasoby to czas i pamigc.

Ceche algorytmu charakteryzujacg ilo$¢ uzywanych przez niego
zasobéw nazywamy jego zfozonoscia obliczeniowa, odpowiednio
(w zalezno$ci od zasobu) czasowa albo pamieciowa.
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dominujacych) wykonanych przez algorytm dla tych danych.

Operacje dominujace algorytmu to
m wyrdznione operacje elementarne,

m ktérych liczba wykonan jest proporcjonalna do liczby
wszystkich operacji wykonanych przez caty algorytm.

® np. mnozenie dla algorytmu potegowania
Ztozono$¢ czasowa mozna by mierzy¢ za pomoca zegara.
Witedy wynik zalezatby jednak nie tylko od samego algorytmu, ale
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6/20



Ztozonos$¢ pesymistyczna, optymistyczna, oczekiwana

llos¢ uzytych zasobdw (czasu lub pamieci) moze by¢ rézna, dla
réznych zestawéw danych o tym samym rozmiarze n.

7/20



Ztozonos$¢ pesymistyczna, optymistyczna, oczekiwana

llos¢ uzytych zasobdw (czasu lub pamieci) moze by¢ rézna, dla
réznych zestawéw danych o tym samym rozmiarze n.

Dlatego wyrdzniamy rézne warianty ztozono$¢ obliczeniowe;:

7/20



Ztozonos$¢ pesymistyczna, optymistyczna, oczekiwana

llos¢ uzytych zasobdw (czasu lub pamieci) moze by¢ rézna, dla
réznych zestawéw danych o tym samym rozmiarze n.

Dlatego wyrdzniamy rézne warianty ztozono$¢ obliczeniowe;:

m pesymistyczny — maksymalny, uzyskany dla
»hajtrudniejszego” zestawu danych o rozmiarze n;

7/20



Ztozonos$¢ pesymistyczna, optymistyczna, oczekiwana

llos¢ uzytych zasobdw (czasu lub pamieci) moze by¢ rézna, dla
réznych zestawéw danych o tym samym rozmiarze n.

Dlatego wyrdzniamy rézne warianty ztozono$¢ obliczeniowe;:

m pesymistyczny — maksymalny, uzyskany dla
»hajtrudniejszego” zestawu danych o rozmiarze n;

m optymistyczny — minimalny, uzyskany dla ,,najtatwiejszego”
zestawu danych o rozmiarze n;

7/20



Ztozonos$¢ pesymistyczna, optymistyczna, oczekiwana

llos¢ uzytych zasobdw (czasu lub pamieci) moze by¢ rézna, dla
réznych zestawéw danych o tym samym rozmiarze n.

Dlatego wyrdzniamy rézne warianty ztozono$¢ obliczeniowe;:
m pesymistyczny — maksymalny, uzyskany dla
»hajtrudniejszego” zestawu danych o rozmiarze n;
m optymistyczny — minimalny, uzyskany dla ,,najtatwiejszego”
zestawu danych o rozmiarze n;

m oczekiwany ($redni) — suma ztozonosci wszystkich zestawéw
danych rozmiaru n, wazona prawdopodobienistwami ich
wystapienia na wejsciu.

7/20



Ztozonos$¢ pesymistyczna, optymistyczna, oczekiwana

llos¢ uzytych zasobdw (czasu lub pamieci) moze by¢ rézna, dla
réznych zestawéw danych o tym samym rozmiarze n.

Dlatego wyrdzniamy rézne warianty ztozono$¢ obliczeniowe;:

m pesymistyczny — maksymalny, uzyskany dla
»hajtrudniejszego” zestawu danych o rozmiarze n;

m optymistyczny — minimalny, uzyskany dla ,,najtatwiejszego”
zestawu danych o rozmiarze n;

m oczekiwany ($redni) — suma ztozonosci wszystkich zestawéw
danych rozmiaru n, wazona prawdopodobienistwami ich
wystapienia na wejsciu.

Czesto obliczana przy zatozeniu, ze poszczegdlne zestawy
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Przyktad: algorytm wyszukiwania w tablicy

Rozwazmy algorytm zwracajacy najmniejszy indeks tablicy T, pod
ktérym wystepuje warto$¢ e, albo -1 gdy T nie zawiera e:

fun find_ index (T, e):
for 1« 0, 1, ..., |T|l-1:
if T[i] = e: return i
return -1
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Rozmiar danych wej$ciowych = wielko$¢ tablicy T, tj. n=|T]I.
Operacja dominujaca: poréwnanie elementéw (T [i]=e)
m jest wykonywana w kazdym przebiegu jedynej petli,
m wiec liczba jej wykonan jest proporcjonalna do liczby
wszystkich operacji.
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m oczekiwana: Y [ ; ip; + npg pordwnan, gdzie:
m p; - prawdopodobienstwo, ze e w T wystepuje po raz pierwszy
na pozycji o indeksie i — 1,
m pg - prawdopodobienstwo, ze e nie ma w T.
Przyktadowo, dla py = ---=p,=1/ni pg = 0 otrzymujemy:

n -1 _1xn :_ 1(1+mn _ pt1
Yiciin+n-0=230 0= %" =5
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fun find_ index (T, e):
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if T[i] = e: return i
return -1

Pamieciowa ztozonos$¢ obliczeniowa: algorytm uzywa statej ilosci
pamieci (1 stowa) do zapamietania indeksu /.
Uwaga:

m W ogdlnosci potrzebujemy [log,(n)] bitéw pamieci by zapisaé
liczbe z zakresu od 0 do n — 1. Mozna by wiec argumentowacd,
ze pamieciowa ztozono$¢ algorytmu to [log,(n)] bitéw.

m Poniewaz jednak w zatozonym modelu Word RAM operujemy
statej wielkosci stowami na tyle duzymi, by méc adresowad
cata pamie¢ komputera, to statej wielkosci sg takze indeksy

dowolnej tablicy mieszczacej sie w jego pamieci.
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Przyblizone warto$ci wybranych funkgji:

n logy(n) +/n nlogy(n) n? 2" n!
1 1 1 1 1 1 1
10 3 3 33 100 103 10°

100 7 10 664 10% 1030 10158
103 10 32 104 100 1030t 102567
10* 13 100 10° 108 103011 1035659
105 17 316 106 1010 1030103 10456573
106 20 103 107 1012 10301030 105565709
10° 30 10* 10 10" duzo duzo

Czas wykonania n instrukcji przez procesor wykonujacy 10°
instrukgji/sekunde (1GHz):

n czas n czas n czas n czas
10°  1s 1013 3h 1016 116d  10%° 3171r
101 2m 10 28h 107 3r 10%°  10%3r
102 17m  10'° 12d 1018 33r 1050 10%r

s - sekunda, m - minuta, h - godzina, d - doba, r - rok
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Przyktad: ktéry algorytm jest szybszy?

m Poréwnajmy dwa algorytmy, ktérych ztozonosci czasowe to
kolejno fi(n) = ni f(n) = 2n.
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m A co jesli jego operacja dominujaca wykonuje sie (np. 2x)
wolniej niz drugiego?

m Albo gdy wykonuje on wiecej operacji niedominujacych?

m Lub jest uruchomiony na wolniejszym komputerze?

m W zwigzku z powyzszymi watpliwo$ciami, czesto zasadne jest
uzywanie notacji pomijajacej takie szczegdty jak stata 2 we
wzorze f(n) = 2n.
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m Czy mozna powiedzieé, ze pierwszy algorytm jest szybszy?

m Zatézmy, ze jego operacja dominujaca wykonuje sie ¢ razy
wolniej (dla pewnej statej ¢ > 1, np. ¢ = 1000),

m albo ze jest on uruchamiamy na c¢ razy wolniejszym
komputerze od drugiego

® i w zwigzku z tym czasy wykonania algorytméw wynosza
odpowiednio cn oraz n? jednostek czasu (np. sekund).

m Pomimo ,,spowolnienia” pierwszego algorytmu ¢ razy, wykona
sie on szybciej od drugiego, gdy tylko dane wejSciowe beda
dostatecznie duze (konkretnie gdy n > c¢).

11/20



Przyktad: ktoéry algorytm jest szybszy?

m Poréwnajmy inne dwa algorytmy, ktérych ztozonosci czasowe
to kolejno fi(n) = ni f(n) = n?.

m Czy mozna powiedzieé, ze pierwszy algorytm jest szybszy?

m Zatézmy, ze jego operacja dominujaca wykonuje sie ¢ razy
wolniej (dla pewnej statej ¢ > 1, np. ¢ = 1000),

m albo ze jest on uruchamiamy na c¢ razy wolniejszym
komputerze od drugiego

® i w zwigzku z tym czasy wykonania algorytméw wynosza
odpowiednio cn oraz n? jednostek czasu (np. sekund).

m Pomimo ,,spowolnienia” pierwszego algorytmu ¢ razy, wykona
sie on szybciej od drugiego, gdy tylko dane wejSciowe beda
dostatecznie duze (konkretnie gdy n > c¢).

m Tym razem pierwszy algorytm jest wiec istotnie szybszy od
drugiego, przynajmniej w sensie ktéry sformalizujemy dalej.
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Definicja notacji O (,,jest co najwyzej rzedu")

Niech f : N — R, g : N — R — funkcje. Méwimy, ze f jest co
najwyzej rzedu g, co zapisujemy f(n) = O(g(n)), gdy istnieja
takie state np € N, oraz ¢ > 0, ze Yn > ng : f(n) < cg(n).
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Definicja notacji Q (,,jest co najmniej rzedu”)

Niech f : N — R4, g : N — R — funkcje. Méwimy, ze f jest co
najmniej rzedu g, co zapisujemy f(n) = Q(g(n)), gdy istnieja
takie state np € N, oraz ¢ > 0, ze Yn > ng : f(n) > cg(n).
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Definicja notacji © (,,jest doktadnie rzedu")

Niech f : N — R4, g : N — R — funkcje. Méwimy, ze f jest
doktadnie rzedu g, co zapisujemy f(n) = ©(g(n)), gdy
f(n) = O(g(n)) i réwnoczesnie f(n) = Q(g(n)).

Mo

C1

&g
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Intuicje stojace za notacjami O, (2, ©

m O, Q, © opisuja asymptotyczne tempo wzrostu funkgji,
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m f(n) = O(g(n)) — nie szybciej,
m f(n) = Q(g(n)) — nie wolniej,
m 7(n) = ©(g(n)) — réwnie szybko.
m Jesli f(n) = O(g(n)) i réwnoczesnie nie zachodzi
f(n) = ©(g(n)), to g ronie asymptotycznie szybciej od f,
m wtedy algorytm o ztozono$ci czasowej f, nawet uruchomiony
na wielokrotnie wolniejszym komputerze, wykona sie szybcigj
od g, gdy tylko dane wejsciowe beda dostatecznie duze.
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Przyktad: wielomiany tego samego stopnia

Niech f(n) = 5n% + 10n + 4. Pokazemy ze f(n) = ©(n%).
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Poniewaz 5n% + 10n + 4 > 5n°, to wystarczy potozyé ¢ = 5.

Poniewaz f(n) = O(n%) i f(n) = Q(n?), to f(n) = ©(n?).

Analogicznie mozna pokaza¢, ze kazdy wielomian w(n) stopnia
s o dodatnim wspétczynniku przy najwyzszej potedze, jest
dokfadnie rzedu n* (tj. w(n) = O(n®)).
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Przyktad: wielomiany réznych stopni

Pokazemy ze 5n? = O(n%) i réwnoczeénie, ze nie prawda jest
5n2 = Q(n3) (czyli nie jest prawda takze 5n? = ©(n%)).
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m Wtedy jednak, dla wszystkich n > ng musiatoby zachodzié
5 > cn, co nie moze by¢ prawda, gdyz cn dazy do
nieskonczono$ci gdy n — oo

m (5 > cn nie zachodzi dla zadnego n > 2).
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Logarytmy

m Dla dowolnych a > 1, b > 1, zachodzi log,(n) = ©(logp(n)).
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logarytmu

_ logy(n)
log,(a)
dla statej ¢ = 1/ log,(a).

m Inaczej méwiac, wszystkie logarytmy (o podstawie wiekszej
niz 1) maja takie same asymptotyczne tempo wzrostu.

log,(n) = clogp(n)

m Dlatego w asymptotycznych notacjach (O, Q, ©) pomija sie
w zapisie podstawy logarytméw, np. logx(n) = ©(log(n)).
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Wybrane funkcje wypisane w takiej kolejnosci, ze kazda kolejna jest
co najmniej (ale nie doktadnie) rzedu poprzedniej:

funkcja  nazwy powiazanej ztozonosci obliczeniowej i przyktady
algorytméw o ztozonosci czasowej takiego rzedu

1 stafa; niezalezna od wielkosci danych wejsciowych

log(n) logarytmiczna; np. wyszukiwanie binarne

Vvn

n liniowa; np. wyszukiwanie w nieuporzadkowanej tablicy

nlog(n) liniowo-logarytmiczna; np. minimalna ztozono$¢ cza-
sowa sortowania przez poréwnywanie

n? kwadratowa; np. naiwne algorytmy sortowania

n? szeScienna

2" wyktadnicza (o podstawie 2)

3" wyktadnicza (o podstawie 3)

n!

Ogdlnie funkcje (oraz ztozonosci) postaci n€ (dla ¢ > 0) nazywamy
wielomianowymi (méwimy: algorytm wielomianowy; dziata
w czasie wielomianowym), za$ ¢” (dla ¢ > 1) wyktadniczymi.
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